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Introduccion

En la teoria de operadores, una rama del andlisis funcional, un problema interesante es el
estudio de las propiedades espectrales de operadores lineales autoadjuntos que son obtenidos
a través de perturbaciones singulares de rango uno. Estos operadores los denotamos como

Ao =A+alp,)p

donde a € Ry A es un operador lineal autoadjunto sobre un espacio de Hilbert H. Si o € H
se habla de perturbaciones de rango uno acotadas. En el caso en que ¢ sea un funcional
lineal, ¢ ¢ H, llamamos a estas perturbaciones singulares (véase [4]).

Existen varias maneras de darle sentido a A, cuando ¢ es un funcional definido en

el dominio de A. Una forma de hacerlo es considerando el operador B definido como
restriccién del operador A sobre la interseccion del dominio de A con el subespacio lineal
donde ¢ se anula. Este operador B resulta ser un operador simétrico con indices de
deficiencia (1,1). Se definen entonces las perturbaciones singulares de rango uno, A,,
como extensiones autoadjuntas del operador lineal B. Estas vienen dadas por la teoria
de extensiones autoadjuntas de operadores simétricos de von Neumann. Asi, se genera una
familia de operadores que dependen de un pardmetro real o y un funcional ¢. El asunto
fundamental que se desea estudiar es como se comporta el espectro de A, dependiendo del
parametro « y del funcional ¢, en particular el espectro puntual.
Un tema de interés en este contexto es el andlisis de la estabilidad de los valores propios de
la familia de operadores A,. Para perturbaciones acotadas es sabido que los valores propios
resultan ser muy inestables y ademads, si el espectro es un conjunto perfecto, se sabe de la
existencia de un conjunto ” prohibido” donde no se pueden agregar valores propios a través de
estas perturbaciones (ver [9] y [10]). En la presente tesina se traté de estudiar este problema
para el caso de perturbaciones singulares de rango uno. Especificamente, cuando el operador
no perturbado es un caso particular de la expresién diferencial de Sturm-Liouville dotado
de un cierto dominio.

En el primer capitulo desarrollaremos la Teoria de extensiones autoadjuntas de operadores
simétricos de von Neumann unificando la metodologia de [1] y [2]. Se iniciard con un breve
estudio de operadores cerrados y simétricos hasta llegar a definir a la transformada de
Cayley, asi como la deduccién de algunas de sus propiedades. Posteriormente procederemos
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con una breve teoria de operadores cerrables hasta conseguir las herramientas suficientes
para una rigurosa demostracién del Teorema de extensiones autoadjuntas de von Neumann.

En el segundo capitulo se realizara el estudio de perturbaciones singulares de rango
uno basados en [3]. Empezaremos obteniendo algunos resultados que nos permitirdn usar
la Teoria de extensiones autoadjuntas de von Neumann para operadores simétricos con
indices de deficiencia (1, 1). Después aplicaremos los resultados obtenidos a operadores de
Sturm-Liouville con ¢ interacciones. Con el proposito de no exceder la extension del presente
trabajo, algunos resultados solo serén citados. Finalmente obtendremos el comportamiento
de los valores propios de los operadores de Sturm-Liouville a través de las extensiones
autoadjuntas de von Neumann.



Capitulo 1

Teoria de extensiones

Sea H un espacio de Hilbert sobre C y A : D(A) C ‘H — H un operador lineal. En
todo el texto la entrada lineal del producto interior sera la segunda y el término operador
se usard para hacer referencia a operadores lineales. El rango de A se denota por Rg(A) y
su nucleo por KerA. El simbolo 1 denotard al complemento ortogonal de un subespacio
en H.

1.1. La transformada de Cayley

Definicion 1.1.1. Sea A un operador densamente definido sobre H. Definimos su adjunto
A* por el operador tal que

D(A*) = {y € H| Juy € H tal que Vx € D(A), (Az,y) = (x,uy)}

A'y = uy.
Definicion 1.1.2. Un operador A densamente definido sobre H es autoadjunto si A = A*.
Definicién 1.1.3. Un operador A densamente definido sobre H es simétrico si A C A*.
Enunciamos el siguiente resultado (ver [1, Lemma 3.1] y [7, Lemma 10.2-4}).

Proposicion 1.1.1. Sea A un operador densamente definido sobre H. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

a) A es simétrico.
b) Para todo x,y € D(A), tenemos que (Ax,y) = (x, Ay).
¢) Para todo x € D(A), ocurre que (Ax,z) € R.

Denotamos por G(A) a la grafica de A.
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Definicién 1.1.4. Un operador A sobre H es cerrado si G(A) es cerrado en H x H.

Definicion 1.1.5. Decimos que z € C es un punto regular del operador A sobre H si existe
un real ¢, > 0 tal que

(A — z)z|| = c.||z||, para todo x € D(A).

Denotamos al conjunto de puntos regulares por m(A). Los siguiente resultados son
importantes, pues nos permitiran definir la transformada de Cayley y deducir algunas
propiedades.

Proposicién 1.1.2. Si el operador A es simétrico sobre H, entonces C\ R C 7(A).

Demostracion. Sea z € C tal que z = a + bi con a,b € R. Para 2z € D(A) tenemos que

(A = 2)z, (A - 2)z)

(A —a)x — biz, (A — a)x — biz)

(A—a)z, (A —a)z) —bi{(A - a)z,z) + bilz, (A — a)z) + b*(z, x)
I(A = a)z|? + b?||=||?

b*?

I(A = 2)z]* =

{
{
{

WV

La cuarta igualdad ocurre porque A es simétrico y por la proposicién 1.1.1 ya que
(A—a)z,z) = (z,(A —a)z).

Como b # 0, tomamos ¢, = |[Imz| y por definicién de punto singular, se cumple lo que
deseamos. O

Proposicién 1.1.3. Sea A un operador sobre H y w(A) # 0. Si z € w(A), entonces el
operador A — z : D(A) — H con z € w(A) es inyectiva.

Demostracion. Por definicién existe ¢, > 0 tal que
(A = z)a|| = ¢:||z]], con 2 € D(A).
Siz € Ker(A — z), entonces
0= [[(A=2)z| > czflz]| = [|l=]| = 0.
Por lo tanto, Ker(A — z) = {0}. O

Proposicion 1.1.4. Sean A un operador cerrado sobre H y z € C. Entonces A — z es
cerrado.
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Demostracion. Si z = 0 es trivial. Supongamos que z # 0 y sea (z,)22; € D(A — z2) tal
que limp—ooTn = Ty limp—oo(A — 2)z, = y con x,y € H. Tenemos que D(A — z) =
D(A)ND(Iz)=D(A)NH=D(A) y

[Azn — 2z —y|| < [|Azn — 220 =yl + [[220 — 22].

Como limy, 02T, = zx, haciendo n — oo en la desigualdad anterior obtenemos que
limpy—o00 Ay = zx+y. Como A es cerrado, entonces x € D(A) = D(A—2z2)y (A—2)x =y.
En conclusion, A — z es cerrado. ]

FEl siguiente lema es necesario para la ultima proposicién.

Lema 1.1.1. Sean H1 y Ha espacios lineales con normas || - |1 y || - ||2 respectivamente.
Supongamos que existen ® : Hy — Hs biyectiva y reales positivos my y ms tales que, dado
T € Hy

mallzlly < [@(2)]l2 < ma|z]:.

Entonces la completes de Hi equivale a la completes de Hs.
Demostracion. Supongamos que H; es completo. Sea (yy)22; C Ha de Cauchy. Como existe

()52 € Hy tal que ®(xy,) =y, para todo n € {1,2,...}, entonces

1
Hxn - xm”l < 7Hyn - ym||2-
mi

Haciendo n,m — oo, tenemos que (z,,)72; es de Cauchy en #H;. Entonces existe x € H;
tal que limy ooy = x. Sea y = ®(x) € Ha. Asi,

1yn = yll2 < mallzn — |1

Haciendo n — o0, obtenemos que lim,_ooyn = y. Por lo tanto, Ho es completo. La
segunda impliacién es analoga. O

Proposicién 1.1.5. Sea A un operador sobre H tal que 0 € w(A). Entonces A es cerrado
st y solo si Rg(A) es cerrado.

Demostracion. Sea ® : H x H — H dada por ®(z,y) = y. Veamos que ® es una biyeccién
de G(A) a Rg(A).

» Es sobreyectiva. Dado Az con z € D(A), tenemos que (z, Az) € G(A) y ®(x, Az) =
Azx.

» Es inyectiva. Sean (z1, Ax1), (z2, Az2) € G(A) tal que Ax; = Axy. Entonces
(1‘1 — xg,()) = (l’l,Al'l) — (acg,Aacg) S Q(A) — A(l‘l — .’L‘Q) =0.

Por la proposicién 1.1.3, A es inyectiva. Por lo tanto, 1 = x2.
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Ademds, para (z, Az) € G(A) tenemos que por hipétesis |z|| < 1||Az| donda la ¢ cumple
la definicién 1.1.5. Como ||(z,y)|| = ||=|| + |ly||, ocurre que

1 1
421 < o, A2)] < il + Zl1Aa] = (14 ) 1dal.

Por el lema anterior, G(A) es completo si y sélo si Rg(A) lo es. Pero como son subespacios
lineales de espacios de Hilbert, la completes equivale a ser cerrado. Por lo tanto, obtenemos
lo que deseamos. ]

Recordemos que si A es densamente definido sobre H, entonces
Rg(AFi)t = Ker(A* ). (1.1)

Definicion 1.1.6. Sea A un operador simétrico y cerrado sobre H. La transformada de
Cayley de A se define como el operador Uy sobre H tal que

(A=i)(A+d) e si x € Rg(A+1)
Upgzx =
0 si x € Rg(A+1i)t = Ker(A* —1)

La definicién anterior es consistente ya que por las proposiciones 1.1.2 y 1.1.3, (A+14)~!
esta definido. Para estudiar algunas propiedades de la transformada de Cayley daremos las
siguientes definiciones.

Definicién 1.1.7. Sean Hi y Ho espacios de Hilbert. Un operador B : D(B) C H1 — Ha
es unitario si es isométrico con las normas de Hi y Ho y es sobreyectivo.

Observacién. Por la identidad de polarizacién, un operador unitario es una biyeccion
que preserva el producto interior de Hi y Ho.

Definicion 1.1.8. Se dice que A es una isometria parcial sobre H si existe un subespacio

lineal cerrado Hi(A) de H tal que
s KerA= 7-[1(A)J‘

» La restriccion A |y, a): H1(A) — Ha(A) con Ha(A) = RgA |y, (a) es un operador
unitario.

Los espacios H1(A) y Ha(A) se llamardn inicial y final respectivamente.
Las propiedades que nos interesan aparecen en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. Sea A un operador cerrado y simétrico. Entonces se cumplen los siguientes
enunciados.

a) El operador Us es una isometria parcial sobre H tal que H1(Ua) = Rg(A +1i) y
H2(Ua) = Rg(A —1).
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b) Sea B un operador cerrado y simétrico sobre H. Entonces

B D A siysdlosilUg D Uyg.

Demostracion.  a) Por la proposicién 1.1.4, A + i es cerrado y por la proposicién 1.1.5,

Rg(A + i) es cerrado. Veamos que Ker Uy = Rg(A +4)*.

Seaz € Htal quex = a+bconac Rg(A+i)ybc Rg(A+1i) y suponemos

que Ugr = 0. Entonces (A — i)(A + i)"la = 0. Luego, existe y € D(A) tal que

a = (A +1)y. Entonces (A — i)y = 0 y por la proposicién 1.1.3, A — i es inyectiva.

Entonces, y = 0 = a = 0. Por lo tanto, = b € Rg(A + i)*. En conclusién,

Ker Uy = Rg(A +1i)*.

Por otro lado,

r€Rg(A—i)(A+i)! < Jwe Rg(A+i)tal quex = (A—i)(A+4) tw

< JzeDA)tal quew = (A+i)z N x=(A—1i)z
< x € Rg(A—1).

Por lo tanto, Rg (UA |Rg(A+i)) = Rg(A —1).

Falta demostrar que Ua |rg(a+i): Rg(A +14) — Rg(A — i) es isométrico. Sea y =
(A + i)z para algin x € D(A). Como A es isométrico sobre H, entonces
| Uay =1 (A=dz > = ((A—i)z,(A~i)x)
(Azx, Az) + [—i(Az, z) + i{x, Ax)] + (z, x)
(Azx, Az) + [i{(Az, z) —i(x, Ax)] + (z, x)
= (A+i)zx,(A+1)z)
= llyl®.
Por lo tanto, U4 |gg(a44) es unitario. En conclusién, U4 es una isometria parcial sobre

H si tomamos H1(Ua) = Rg(A+1i) y Ho(Ua) = Rg(A —i).

Supongamos que B 2 A. Si x € Rg(A + i), entonces existe y € D(A) tal que z =
(A + i)y. Pero por hipétesis, y € D(B) y ¢ = (A+ i)y = (B + i)y. Entonces,
Rg(A+1i) C Rg(B +1i). Ademas,

Unr = (A—i)(A+i) la=(A—di)y = (B—i)y
= (B-i)(B+i) Y B+i)y
= B-i)(B+i) 'z
= UB.T}

Por lo tanto, U4 C Up.
Supongamos que Uy C Up y sea © € D(A). Como Rg(A + i) C Rg(B + i), existe
y € D(B) tal que

(A+ i)z = (B+1)y. (1.2)
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Como Ux(A + i)z = Ug(A + i)z, ocurre que
(A—i)z=(B—i)(B+i) Y(A+i)x=(B—4)(B+i) Y (B+iy=(B—i)y. (1.3)
De 1.3, tenemos que
(-A+i)z=(—B+1i)y. (1.4)

Sumando 1.2 con 1.4, tenemos x = y € D(B). Por lo tanto, D(A) C D(B). Ademés,
de 1.2 y 1.3 tenemos que Arx = By = Bz. En conclusién, A C B.
O

1.2. Teorema de extensiones de von Neumann

Consideraremos la siguiente definicion.

Definicién 1.2.1. Un operador A sobre H es cerrable si G(A) es la grdfica de algin
operador sobre H.

Si A es cerrable, denotamos por A a la cerradura de A como el operador sobre #H tal
que G(A) = G(A). Entonces

D(A) ={z € H |3 (zy);2; C D(A) tal que limpooty = x A (Axy)oe, converge en H}

Ademsds, Az = lim, oo Axy si limy, oo, = x. Notemos que A es cerradoy A O A. Esa
forma de extender operadores se genereliza en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 1.2.1. Sean A y B operadores sobre H. Entonces
AC B« G(A) CG(B).
Demostracion. Supongamos que A C B. Entonces
(x,y) € G(A) =2 € D(A) N y=Ar =z € D(B) A y= Bz = (z,y) € G(B).

Por lo tanto, G(A) C G(B).

Supongamos que G(A) C G(B). Entonces
x € D(A) = (z,Ax) € G(A) = (z,Az) € G(B) =z € D(B) y Ax = Bz
Por lo tanto, A C B. O

Demostraremos el siguiente lema.

Lema 1.2.1. Sea I' un subespacio lineal de H x H. Entonces I' es la grdfica de algin
operador si y solo si se cumple lo siguiente

0,y) eI’ =y=0. (1.5)
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Demostracion. Si existe un operador A sobre H tal que G(A) =T, entonces
(0,y) € G(A) =y = A(0) =0.

Supongamos que se cumple 1.5. Definimos a T : H — H tal que Tz = y si (x,y) € T.
Sean (z1,Tx1), (xe, Txy) €I

= T estd bien definida. Supongamos que x1 = xs. Entonces tenemos que

(O,Tl‘l — Tl’z) = (:L‘l,T:L‘l) — (l’Q,Tl‘Q) el = Tz = Txs.

» Es lineal. Sea (z1 + 2, T (1 + 22)) € I'. Entonces
(0, T(x1 + z2) — (Tx1 + Tx2)) = (x1 + 22, T (21 + 22)) — (21, T21) — (22, TX2) €T
= T(x1 4+ z2) = Tx1 + Txs.
Sean a € Cy (z,Tz) € T'. Entonces
(az,aTz), (ax,T(ax)) €I = (0,aTx — T(ax)) € I' = T'(az) = aT'z.

En conclusién, existe un operador lineal T" tal que G(T') =T. O

Los operadores cerrables se caracterizaran de la siguiente forma.

Proposicion 1.2.2. Un operador A sobre H es cerrable si y sélo si existe una extension
cerrada de A.

Demostracion. Si A es cerrable, entonces por definicién existe A y A D A.
Supongamos que existe un operador cerrado B sobre H tal que A C B. Por la proposicién
1.2.1 tenemos que

G(A) € G(B) = G(4) € G(B) = 4(B)

Sea (0,y) € G(A). Como (0,y) € G(B), por el lema anterior y = 0. Volviendo a aplicar el
lema, G(A) es la grafica de algin operador y por definicién A es cerrable. O

El siguiente resultado es necesario para obtener una propiedad importante de los operadores
simétricos mediante la caracterizacion de cerrabilidad de operadores.

Proposicion 1.2.3. Si A es un operador densamente definido sobre H, entonces A* es
cerrado en H.
Demostracion. Sea (z,),-; € D(A*) tal que limy ooy = & y limp_ooA*x, = y. Dado
w € D(A),

(Aw, z) = limp oo (Aw, ) = limy o0 (w, A% zy) = (w,y).
Entonces x € D(A*) y (w, A*x) = (w,y). Como D(A) = H, para v € H existe (wy),—; C
D(A) tal que limgy,—oow, = v. Asi,

(v, A") = limpy oo (Wp, A" ) = limp—oo(Wn, y) = (v, y).

Por lo tanto, A*z = y. Luego, A* es cerrado en H. O
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A continuacién mostraremos enunciados que son de relevancia pues nos ayudarén a
probar el Teorema de extensiones de von Neumann. El primero es inmediato ya que si A
es un operador simétrico sobre H, por la definicién 1.1.3 y las proposiciones 1.2.2 y 1.10
tenemos que A es cerrable.

Corolario 1.2.1. Todo operador simétrico sobre H es cerrable.

Nota. Otra forma de demostrarlo es definiendo el operador W : H x H — H X H
dado por W(z,y) = (—y, z) el cual claramente es unitario con la norma de H x H y con el
siguiente resultado ([1, Lemma 1.10]).

Proposicion 1.2.4. Sea A un operador densamente definido sobre H. Entonces
G(AY) = WGA)L =W [g(A)l} .

Sea Iryo la matriz identidad 2 x 2 sobre C. Como W? = — I,y tenemos que

1 1
GA™) = WG = WG] = [g()] = gA).
Por lo tanto, por definicién A es cerrable y por la proposicién 1.2.1, A** = A.

El segundo resultado importante es el siguiente.

Teorema 1.2.1. Si el operador A sobre H es cerrable, entonces A es una extension cerrada
minimal de A.

Demostracion. Por la proposicion 1.2.2, existe un operador B cerrado sobre H tal que
B D A. Por la proposicién 1.2.1 y por definicién de cerrable tenemos que

G(A) C G(B) = G(A) = G(A) C G(B) = G(B) = A C B.

En conclusiéon, se cumple el enunciado.

La siguiente definicién es un concepto muy relevante en este trabajo.

Definicion 1.2.2. Le llamaremos indices de deficiencia de un operador A sobre H al par
(d4(A),d_(A)) donde
di(A) = dim Rg(AFi)*.

Si A es densamente definido sobre H, por la igualdad 1.1

dy(A) =dim Ker(A® £1).
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Denotaremos como + a la suma directa de subespacios lineales y por @ a la suma ortogonal.
También usaremos la siguiente notaciéon para el operador A a menos que se indique lo
contrario

Ki = Rg(A+i)*" = Ker(A* T1). (1.6)

Notemos que
a€ Ker(A* Fi) = A%a = +i.

Tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.5. Sea A un operado simétrico cerrado sobre H. Entonces
DA*)=DA)+ Ky + K_. (1.7)

Demostracion. Sea x € D(A*). Por la proposiciones 1.1.4 y 1.1.5, Rg(A+1) es cerrado. Por
el teorema de proyeccién en espacios de Hilbert, H = Rg(A + i) @ Rg(A + 7). Entonces
(A*+ i)z = (A+i)zg +w con 39 € D(A) y w € Ky. Sea up = —tw € K. Como A es
simétrico, xg € D(A*). Entonces x — g — uy € D(A*). Luego,

(A" +i)(z—xo—uy) = (A" 40z — (A" +1i)(xo + uy)
(A+id)xg +w— A" (g + uy) — ixg — tuy
= Axp+w — Axg —iugp —iuy = 0.

Por lo tanto, * — 9 — uy € K_. Si escogemos u_ = x — xg — u4, entonces
r=x0+uy +u_ € D(A)+ Ky +K_.

Claramente, D(A) + K1 + K_ C D(A*). Por lo tanto, D(A) + K4 + K_ = D(A*).
Supongamos que existen yg € D(A) y vy € Ky tales que x = yp + v4 + v_. Entonces
(yo — z0) + (v —uy) + (v— —u_) =0. Como A*(vy —uy) = +i(vy — ug), tenemos que

0= (A" +14) [(yo — zo) + (v —ug) + (v— —u_)] = (A+i)(yo — @o) + 2i(v- —u-).

De la igualdad anterior tenemos que (A +4)(yo — x0) € K_ y v— —u_ € Rg(A +1i). Pero
como K_NRg(A+1i) = {0}, entonces (A+1)(yo— o) = v— —u_ = 0. Por las proposiciones
1.1.2 y 1.1.3, ocurre que yg = zo. Luego, v+ = u4. En conclusién, obtenemos la expresion
1.7. O

Corolario 1.2.2. Seanxg € D(A), ux € Ky y A como en la proposicion anterior. Entonces
A* (o +uy +u_) = Axo + duy —du_. (1.8)

Ademds
Iim{o + s+ u_, A" (0 + s +1)) = g |2 = [lu_ |2 (1.9)
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Demostracion. Claramente A* (xg + uy + u—) = Azg + tuy — iu_. Entonces

xo, Azg) + (Azg, us) + (Axg, u_)
Uty Axo) + iUy, up) — i{uqg, u)

e Arg) + i uy) — i, u)

xg, Azo) + 2Re(Axo, us) + 2R6<Ax0, _)
b 2Re(iu,up)) + i [l | — a2

(o +us +u_, Azg +iuy —iu_) =

(
+
+
=
Por la proposicién 1.1.1, (g, Azg) € R. Luego, obtenemos 1.9. O

El siguiente resultado (ver [7, Theorem 10.3-6]) es necesario para demostrar el Teorema
de extensiones de von Neumann.

Proposicién 1.2.6. Sea A un operador simétrico sobre H. Entonces (A)* = A*.
También mencionamos el siguiente lema.
Lema 1.2.2. Sean X e Y subespacios lineales de H. Entonces
(X+Y)t=Xxtnyt
Si X eY son cerrados, entonces
(XNY)L=XxL4+vL

Demostracion. Sea w € (X 4+ Y)*. Entonces paratodoa € X C X +Y ybeY C X 47V,
(w,a) =0 = (w,b). Luego, w € X+ NY™L. Por otro lado, supongamos que v € X+ NY1y
ce X+Y.Entoncesc=a+bcona€ X ybeY ypor lo tanto, (v,c) = (v,a) + (v,b) =0
Por lo tanto, (X +Y)+ = Xt ny+,

Seanw € XNY =X+ nY yze Xt +Y"L Entonces existen a € X+ y b e Y tales
que = a + b. Luego, (w,z) = (w,a) + (w,b) = 0. Por lo tanto, w € (X++ YJ-)J'. Por
otra parte, supongamos que v € (XL + Yl)l. Entonces v € (XL + {O})L =Xt =X
y v e ({0} + YJ-)J‘ =Y+ =Y. Por lo tanto, X NY = (X*+ YL)L e inmediatamente
tenemos la segunda igualdad. O

Sean B el conjuto de las extensiones cerradas simétricas de A y V el conjunto de
isometrias parciales de K a K_.

Teorema 1.2.2 (Teorema de extensiones de von Neumann). Sea A un operador simétrico
sobre ‘H. Fxiste una biyeccion entre B y V dada por

Up=Uz—VconBeByVeV. (1.10)
Ademds, todo B € B es de la forma

B = A*|pp) con D(B) = D(A) + (I +V)H:(V) y V € V. (1.11)



CAPITULO 1. TEORIA DE EXTENSIONES 13

Demostracién. Supongamos que A es cerrado. Entonces A = A. Sean V € V y B un
operador dado por 1.11 el cual esta bien definido pues

D(A) + (I+V)H1(V) C D(A) + K4 + K_ = D(A").

Sean x € D(A) y w € H1(V). Por la expresién 1.9 y como V' es una isometria de K a K_,
tenemos que

Im<x+w+Vw,A*(a;+w+Vw)>:HwH2 HVwH2 HwH2 HwHQ:O

Por lo tanto, (z +w + Vw, A* (x + w + Vw)) € R. Como D(A) C D(B), B es densamente
definido. Por la proposicién 1.1.1, B es simétrico y claramente A C B.

Por 1.8 tenemos que

B+i)(z+w+Vw)=Az +iw — iVw + iz + iw +iVw = (A + i)z + 2iw (1.12)

(B=i)(x+w+Vw)=Az+iw —iVw —izx —iw —iVw = (A —i)r — 2iVw.  (1.13)
Veamos que B es cerrado en H. Afirmamos que
Rg(B+1) = Rg(A+1i)®Hi(V). (1.14)
Por la igualdad 1.12, Rg(B + i) C Rg(A+1i) + H1(V). Ademss,

B+i) o+ +V (5]

(A+z)x+w—(A+zx+22< = =

n)oy € Rg(B + 1) tal que limp ooy = 2.
>, C Hl(V) tales que x,, = a, + b, para todo

Afirmamos que Rg(B + i) es cerrado. Sea
Entonces existen (a,)52; € Rg(A+1i)y (b
n. Como la suma es ortogonal, tenemos que

Por lo tanto, Rg(B +1i) = Rg(A+1i) ® H1(V).
(x
n )

l|lzn — xm||2 = |lan + by — am — bm||2 = ||la, — amH2 + [[bn — bmH2'

Entonces
lan = amll < |0 — Zml| ¥ [[bn = bl < |20 — T

Como x,, es una sucesién de Cauchy en H, obtenemos que a, y b, son sucesiones de Cauchy
en H. Por las proposiciones 1.1.5 y 1.1.4 y el teorema 1.1.1, tenemos que Rg(A+1) y Hi(V)
son cerrados. Entonces , por completes de H existen a € Rg(A+1i) y b € Hi(V) tales que
limpy—oon = a ¥ limy,_ocbn = b. Asi,

T = liMp 00Ty = liMy_00n + limp_ooby, = a+ b € Rg(B +1).
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Luego, por las proposiciones 1.1.5 y 1.1.4 tenemos que B es cerrado.

Por la definicién 1.1.6, existe Up. Si aplicamos 1.13 a (B+i)(z +w + Vw) € Rg(B +1)
tenemos que

Up(B+i)(z+w+Vw)=(B—i)(z+w+Vw) =(A—i)z—2iVw=Us(A+i)x—V(2iw).
Por lo tanto, Ugp = Uy — V.

' Sea B € B. Como A C B, por el teorema 1.1.1 Uy C Ug. Entonces podemos definir a
V =Up — Uya. Por la definicién 1.1.6 tenemos que

. 0 st x € Rg(A+1)
Va =
Upr si r€ K;=Rg(A+i)t

Afirmamos que Ker V = Ker U + Rg(A +1i). Si x € Ker V, entonces Vo = 0 y sea
x=c+dconce K, yde Rg(A+1i). Luego,

0=V(c+d)=Upc=c€ Ker Ug = z € Ker Ug + Rg(A +1).

Sea € Ker U + Rg(A + i). Entonces existen a € Ker Ug y b € Rg(A + i) tales que
r=a+b. Como Ker Ug = Rg(B +i)* C K, tenemos que

Ve=Va+Vb=Va=Uga=0= z € Ker V.

Como Uy y Up son acotados en H por ser isometrias parciales, concluimos que 1%
también lo es. Por lo tanto, Ker V es cerrado en H.

Sea H1(V) = Rg(B +1i) N K4 el cual es un subespacio lineal cerrado. Sea Ho(V) =
Ryg V’?-tl(\'/)' Siz € Hi(V), entonces Va = Upx. Como UB|rg(B+i) : Rg(B+i) — Rg(B—1)
es isométrico, entonces

Vel = |Usz] = |l

Por lo tanto, V|’H1(V) : H1(V) — Ha(V) es unitario. Por el lema 1.2.2 y como A es cerrado

H1(V)*t = Rg(B +i): + Kt = Ker Ug + Rg(A+1i) = Ker Ug + Rg(A+i) = Ker V.

Por lo tanto, 1% es una isometria parcial.sobre ‘H y claramente Hl(V) CK,. '
Veamos que Ha(V) € K_. Si z € Ha(V), entonces existe x € Hi(V) tal que z = Vo =
Uz € Rg(B — ). Entonces existe y € D(B) tal que z = Upx = (B — i)y. Adema&s, como

B — i es inyectivo por las proposiciones 1.1.2 y 1.1.3 ocurre que

(B—i)y=Ugx=(B—9)(B+i) s =y=(B+i) o = x=(B+i)y.
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Comoy € D(A*)yx € Ky = Ker(A* —1) tenemos que z = (B —1i)y = (B+1i)y —2iy €
D(A*). Ademés,
A*x =iz = A" (B+i)y=1(B+i)y = A*By +iA*y =iBy — y.
Como y € D(B) y B C A*, entonces iA*y = iBy. Eliminando términos en la igualdad
anterior tenemos que

A*'By=—-y = A'By—iA*y=—iBy—y
= A"(B—-i)y=—i(B—1i)y
= A'z=—iz
— z€ Ker(A"+1i)=K_.

Por lo tanto, V' € V. Finalmente, tomamos V = —V el cual cumple que
VeVyUg=Uy-V.

Supongamos que al operador V le corresponde By € B. Por lo demostrado en la primera
parte, Up,, = Us — V. Entonces Up = Up,, y por el teorema 1.1.1, B = By.

En conclusion, todas las extensiones en B son de la forma 1.11 y los conjuntos By V
son biyectivos.
Si A no es cerrado, por el corolario 1.2.1 y el teorema 1.2.1, podemos considerar A en lugar
de A. Ademas, por la proposicién 1.2.6 podemos tomar a B como en 1.11 y

Rg(A+ i)t = Ker((A)* i) = Ker(A* Fi) = Kx.
Por lo tanto, concluimos la demostracion. ]

Corolario 1.2.3. Sea A un operador como en el teorema anterior. Supongamos que B € B
se corresponde con V € V. Entonces B es autoadjunto si y solo si V' es unitario de Ky a
K_.

Demostracion. Sean x € D(A) y w € Hi (V). Veamos que
Rg(B —i) = Rg(A —1i) & Ha(V). (1.15)
Por la igualdad 1.13, Rg(B —1i) C Rg(A — i) + H2(V'). También,
w w w
A—i —(A—iyr—2V () =(B—i v .
( i)+ Vw=( i)z 2V<_21,> ( i) [x+—22'+v<—2i>]

Por lo tanto, Rg(B — i) = Rg(A — i) @ Ha(V). Por la igualdad anterior, el criterio de
autoadjuntes y la igualdad 1.14, B es autoadjunto en H si y sélo si

H=Rg(A+1)DH1(V)yH=Rg(A—1i)®Ha(V).

Lo anterior es equivalente a que Ky = H1(V) y K- = H2(V) y por definiciéon V' es
unitario. O



Capitulo 2

Perturbaciones singulares de rango
uno

2.1. Estabilidad de valores propios

Sea A un operador autoadjunto sobre H. Las perturbaciones de rango uno se definen
como

Ay = A+ alp,)p con a € R.

Si ¢ € H, la perturbacién es acotada. En caso contrario, serd una pertubacién singular. El
segundo caso es el que nos interesa.

Sea ¢ : D(A) — C un funcional. Definimos al operador A sobre H tal que D(A) = Ker ¢
y ﬁ] D(A) = A. La siguiente es una condicién para que el operador A sea simétrico y es una

reformulacién de [5, Lemma 2.1].

Proposiciéon 2.1.1. Sea ¢ # 0. Entonces el funcional ¢ es mo acotado si y sélo si Keryp
es denso en H.

Demostracion. Supongamos que ¢ es no acotado. Para todo n € N definimos los conjuntos
By ={z € D(A) : ()] > nllz||}

los cuales son no vacios por hipétesis. Es claro que 0 € B,,, para todo n. Entonces tomo
T, € B, y ademas

Tn
[E

lo(@n)| > nl|lzn|| =] ¢ (yn) |> n con y, =

Por lo tanto, existe una sucesién (y,)22; € D(A) tal que |[¢(yn)| — oo cuando n — oo
y ||yn]| = 1 para todo n.
Sea y € D(A). Como ¢(y,) # 0 para todo n, tenemos que

v(y) ©(y)
o) o)

Yy=y-

16



CAPITULO 2. PERTURBACIONES SINGULARES DE RANGO UNO 17

(( )) yn € Kerp. Dado w € Kerg™®, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

tenemos que
[{w, y)| = ‘<w,y— ;;?f)y”>+<w’ Q%M - '<w S0((21)) >‘
ol

‘ o(yn) "
lp(y)]
o (yn)|

N

[[]]

Si n — oo, entonces (w,y) = 0. Por lo tanto, y € Kerg+. Es decir, D(A) C Kery. Como
A es autoadjunto en particular es densamente definido. Por lo tanto, H = Kerep.

Si H = Kery y ¢ es acotado, entonces Kery = H y por lo tanto ¢ = 0 lo que es una
contradiccion.

En conclusién, tenemos la equivalencia. ]

Como A C A, entonces A* D A* = A. Deducimos el siguiente corolario.

Corolario 2.1.1. Si el funcional @ es no acotado, entonces A es una restriccion simétrica
de A.

Por el criterio de autoadjuntes D[(A+7)~!] = H. Definimos los funcionales J : H — C
como J = p(A+i)"ty J :H — C como J' = o(A —i)~! los cuales estdn bien definidos
por la proposicién 1.1.2. Entonces tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.2. Los funcionales J y J' son idénticamente 0 si y sélo si A es autoadjunto.
Demostracion. Sea x € H. Entonces
x€KerJ <= Jr=p(A+i) 2 =0+ (A+i) 'z € Kerp.

Sea (A + i) lx € Kerp. Como Kerp = D(A), tenemos que z = (A + i)(A+ i) lr €
Rg(A + i), pues A C A. Por otro lado, si € Rg(A + i), existe y € D(A) tal que x =
(A+1i)y = (A+1i)y. Por la porposicién 1.1.2, (A +4) "tz =y € D(A) = Kery. Entonces

(A+i) "'z € Kerg <= z € Rg(A +1).
Por lo tanto, KerJ = Rg(g—i— i). Anédlogamente, tenemos que Ker J' = Rg(g —1).

Que los funcionales sean idénticamente 0 es equlvalente aque Ker J =H = Ker J'.
Pero como Ker J = Rg(A +1i) y Ker J = Rg(A i), por el criterio de autoadjuntes
concluimos que A es autoadjunto. O

Por la proposicién anterior podemos considerar que el funcional J no es idénticamente
0. Para D C H denotamos por genD al subespacio generado por D. Si D es un subespacio
lineal, denotamos su espacio dual como D*. El siguiente resultado es una modificacién de
[4, Lemma 1.2.3].



CAPITULO 2. PERTURBACIONES SINGULARES DE RANGO UNO 18

Proposicion 2.1.3. Supongamos que ¢ es no acotado, J € H* y que no son idénticamente
0. Entonces A tiene indices de deficiencia (1,1).

Demostracion. De la prueba del resultado anterior tenemos que KerJ = Rg(ﬁ +1). Por el
teorema de Riesz, existe A € H = D(J) tal que J = (A, -). Entonces KerJ = {v € H : (A\,v) = 0}.
Ademas,

vegen{\}T = VzeC (v,2))=0=(v,\).

Por lo tanto, gen {\}* = {v € H : (A\,v) = 0}. Como todo subespacio lineal de dimensién
finita es cerrado, tenemos que

gen{\} = gen {\ = {v e H : (\v) =0} = KerJ+ = Rg(A+14)* .

Por lo tanto, d (A\) = 1. Como A es simétrico y A es una extensiéon autoadjunta, por el
corolario 1.2.3, existe un operador unitario entre Rg(A + i)ty Rg(A —i)t. En conclusién,
los indices de deficiencia de A son (1,1).

O

Por la igualdad Ker J = Rg(//l\—}— i) y las proposiciones 1.1.2, 1.1.5 y 1.1.4 tenenemos el
siguiente corolario.

Corolario 2.1.2. Si J € ‘H*, entonces la restriccion A es un operador cerrado sobre H.

Sea A un operador simétrico con indices de deficiencia (1,1). Existirdn uy € K4 tales

que Ky = gen {uy}. Ademds, como gen {u} = gen {ﬁ}, podemos considerar que ||uL|| =
0

1. Para todo 6 € [0,27) definimos a los operadores Vp : Ky — K_ como Vyus = e%u_.
Queremos encontrar extensiones autoadjuntas para un operador simétrico con indices de
deficiencia (1, 1). Para ello demostramos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.4. Los operadores Vy son unitarios, para todo 0 € [0,2m). Ademds, toda
operador unitario de Ky a K_ es de esa forma.

Demostracion. Sea 0 € [0,27) y ¢ € C. Veamos que Vp es unitario.

= Es sobreyectivo. Dado cu_ € K_, tomo ce %uy € K, y cumple que Vp(ce uy) =
ce el = cu_.

» Es isométrico. Tenemos que, ||[Vy(cuy)|| = || [[u—| = |¢| = ||cut]| -

Por lo tanto, Vpy es unitario.
Sea V : Ky — K_ un operador unitario. Entonces existe d € C tal que Vuy = du_.
Como V es una isometria tenemos que

L= flugll = Vil = lldu—]| = [d].

Entonces existe § € [0,27) tal que d = €. Por lo tanto, V = Vj para algin 6 € [0,27). [
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Por el corolario 1.2.3 concluimos lo siguiente.

Corolario 2.1.3. Todo operador simétrico con indices de deficiencia (1,1) tiene extensiones
autoadjuntas Ry para todo 6 € [0,27).

En el siguiente teorema (ver [8, Section 2]) se estudia el comportamiento de los valores
propios de las extensiones Ry.

Teorema 2.1.1. Sean A un operador simétrico con indices de deficiencia (1,1), Ry sus
extensiones autoadjuntas con 0 € [0,27) dadas por el corolario anterior y a € R. Entonces
a es valor propio de Ry para todo 6 € [0,27) ¢ a lo mds para uno.

Demostracién. Vamos a probar que si a no es valor propio de Ry para todo 6 € [0,27),
entonces lo es a lo mds para un 0 € [0, 27).

Supongamos que existen «, #,7 € [0, 27) tales que a no es valor propio de R, pero si de Ry
y Rg. Por las proposiciones 1.1.2 y 1.1.3, (R, —i) ! existe y por el criterio de autoadjuntes,
Rg(R, — i) = H. Entonces definimos la composicién

(Ro —a)(Req — i)' : Ker(A* —a) — H.
Observemos que A* D Ry para todo 6 € [0,27). Sean x € Ker(A*—a) ey € D(A). Entonces

(R —a)(Ro — ) 'z, (A+1d)y) = ((Ro—i+i—a)(Ra—1) ‘z,(A+1i)y)
+ (i — a)(Ra— i), (A+ i)y)
z, (A+1)y) + ((i — a)(Ra — ) 'z, (A +14)y)
v (A—atat i) + (i — a)(A" = i)(Ra— ) 2,0)

{
(
{
{
= (&.(A=a)y) +(z,(a+)y)
{
{
{

(x
(i —a)(Ra — i)(Ra — i)', y)
z,(A—a)y) + (a+i)(z,y) + (=i — a)(z,y)
z,(A—a)y) = (A" —a)z,y) =0

_l_

Por lo tanto, Rg(Ro—a)(Ra—i)"' = Rg(A+i)*+ = Ker(A*—i). Como (Ry—a)(Ra—i) ! es
una biyeccién de Ker(A* —a) a Ker(A* —1i), entonces existe una aplicacién lineal biyectiva
Y : Ker(A* —i) — Ker(A* — a). Por el teorema de la dimensién tenemos que

dim Ker(A* —i) = dim Ker Y +dim Rg Y = dim{0} + dim Ker(A* —a)

Por lo tanto, dim Ker(A*—a) = dim Ker(A*—i) = 1 pues A tiene indices de deficiencia

(1,1).

Sabemos que Ker(Rg—a) C Ker(A*—a) para todo § € [0,27). Dados z € Ker(Rg—a)
y y € Ker(R, — a), existe k € C tal que kx = y. Hacemos « = kZ. Como = € D(Rp)
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y ¥y € D(Ry), por el Teorema de Extensiones de von Neumann existen xg,y0 € D(A),
c1,c0 € Cy uyr € Ky tales que

Pl , Y = Yo+ cauy + coeu_.

T =9+ crug + cre
Como las sumas son directas y = y, tenemos que
To =10y (c1 — c2)uy + (c1e’' — coe?)u_ = 0.
Si uy y u_ fueran linealmente dependientes, entonces K, = K_. Luego,

u€ Ky <= A*u = +iu < u = 0.

Entonces Ky = {0} y eso es una contradiccién, pues los indices de deficiencia de A son
(1,1). Por lo tanto, uy y u_ son linealmente independientes. Entonces ¢; = ca.
Sic; = co = 0, entonces z,y € D(A). En particular, Az = Rgx = ax y como A C R,
tendriamos que z € Ker(R, — a), que contradice a la hipdtesis. Por lo tanto, ¢; # 0 # ¢
y asi

(cleﬁi — ) =0 = =V — = 7.

En conclusién, a es valor propio de Ry a lo més para un 6 € [0, 27). O

2.2. Operadores de Sturm-Liouville con j-interacciones

Sean —o00 <a<b<ooyV €L} (ab). Consideramos la expresién diferencial

d2

Sea p € (a,b). Definimos al operador maximal T, tal que Tn, =7y f € D(T,,) sit

f € L*(a,b), f y f' son absolutamente continuas sobre todo subintervalo cerrado de
(a,p) U (p,b), 7f € L*(a,b), f es continua en p y f'(p+) — f'(p—) = af(p).

Consideraremos también a la expresion diferencial
Tap =T+ ad(x — D).
Con ello tenemos las siguientes definiciones.

Definicion 2.2.1. Definimos el corchete de Lagrange como

ool @) = dee (45 90 ) con 1.9 € DT, ).

Notemos los siguiente:

!Usaremos la notacién f(at) = lim,_, .+ f(x).
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» Aunque f’y ¢ sean continuas en (a,p) U (p,b), no necesariamente lo son en p.

» [f,g](a+) vy [f,g] (b—) existen y se denotan por [f,g](a) y [f,g] (b) respectivamente
(ver [6, Theorem 2.2]).

» Por propiedades de determinates, para f,g,h € D(T,,) y ¢ € C tenemos que

[f, 9+ h](z) = [f, 9] (x) + [f, h] (z) (2.1)

[fseql (x) = c[f, 9] (2). (2.2)

Definicién 2.2.2. Se dice que f es una solucion de (174 —2)h =0 conz € Csi f y f' son
absolutamente continuas sobre todo D C (a,p) U (p,b) subintervalo cerrado, 7f —zf =0, f

es continua en p y f'(p+) — f'(p—) = af(p).

Definicién 2.2.3. Decimos que T, esta en el caso circulo limite (ccl) en a si todas las
soluciones de (Top — 2) h = 0, para todo z € C, son cuadrado integrables en una vecindad
de a 6 en el caso punto limite (cpl) si algina solucion de (1o, — 2) h =0, para todo z € C,
no es cuadrado integrable en una vecindad de a. Andlogamente para b.

De la definicién anterior, tenemos el siguiente teorema ([6, Theorem 4.4]).

Teorema 2.2.1 (Alternativa de Weyl). Para todo o € R, 7o, es ccl en a ¢ cpl en a.
Andlogamente para b.

Por la Alternativa de Weyl tenemos lo siguiente:

= Si 74, es cpl en a y b, entonces Ty, es autoadjunto en L*(a,b) (ver [6, Theorem 2.2,
Theorem 4.5(a), Theorem 4.6)).

» Si Tqp es ccl en a 6 b, no podemos concluir que Ty, sea autoadjunto. Entonces
consideramos la restriccién autoadjunta del operador T, , dada por H, j, tal que

fe€D(Hyy) <= feDTay):[v,fl(a) =0si7qyestaencclena 6
[w, f] (b) =0 si 7o p esta en ccl en b

donde v y w son soluciones reales no triviales de (7,,, — 2) h = 0 con z € R cercanas
a los puntos a y b respectivamente. Es decir, cada restriccién esta determinada por
las funciones v y w (ver [6, Theorem 5.2]).

Definicién 2.2.4. Sean g1 y g2 soluciones de (T — 2) h = 0. Definimos el Wronskiano
de g1 y g2 como

W (g1, g2)(x) = det <9?t§:2) gZ?i?)) con x € (a,b).
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Sabemos que el Wronskiano es constante en (a,b). Ademads, las soluciones g1 y g2 de
(Ta,p — 2) h = 0 existen y son linealmente independientes, por lo que W (g1, g2) # 0 (véase
[6, Lemma 4.2]). Podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 2.2.5. Sean g, y gy soluciones de (T —z)h = 0 para algin z € C tales que
[v,94) (@) = 0 si T esta en ccl en a 6 [w,gp] (b) = 0 si T esta en ccl en b. Definimos la
funcion de Green para Hy ), (determinado por v y w) como G : (a,b) X (a,b) — C dada
por
. 1 ga(®)gp(y) si a<z<y
2(2,9) W o g0)

9a(V)gp(x) si b>x >y

Notemos que G, € L? ((a, b)2), pues ga, g» € L? (a,b). En [6, Theorem 5.2] se obtiene
una expresion para el operador resolvente de Hy j, en términos de su funcién de Green para
z € C\ R. Esta es la siguiente

b
(Hop—2)"'g = / G:(,v)9(y)dy. (2.3)

Consideraremos que 7 es ccl en a 6 en b. Definimos el funcional ¥ : D(Hp,) — C tal
que ¥(g) = g(p). Recordemos que para f,g € L?(a,b) el producto interior se da por
(f,9)r2 = f; f(x)g(x)dz. Denotamos por p a la medida de Lebesgue en R, supp f al soporte
de la funcién f y C§°(a,b) al conjunto de funciones en C*(a,b) con soporte compacto
contenido en (a,b). Obtenemos el siguiente lema.

Lema 2.2.1. C§°(a,b) € D(Hy,).

Demostracion. Sea f € C§°(a,b). Como es continua sobre el conjunto compacto supp f,
alcanza su maximo o minimo. Es decir, existe ¢ € R tal que | f(z)| < ¢ para todo x € supp f.
Como supp f es acotado tenemos que

b
/ f (@) Pde = / (@) Pdx < / Pdr = Ap(supp f) < oo.
a supp f

supp f

Ya que toda funcién continua es medible, f € L?(a,b). Como f y f’ son diferenciables sobre
(a,b), entonces son absolutamente continuas sobre todo subintervalo cerrado de (a,b). En
particular, f es continua en p y f'(p+) — f'(p—) = f'(p) — f'(p) = 0. Ademds, f” es
continua en (a,b) y supp f” C (a,b). Por el argumento anterior, f” € L?(a,b). También,
V f € L?(a,b) pues supp V f = supp f. Por lo tanto, 7f € L?(a,b). Luego, f € D(Tp,).
Sean v y w las funciones que determinan a Hy,. Como supp f y supp f’ nunca alcanzan
los puntos a y b, tenemos que

[v, f](a) = v(a+)f'(a+) — V' (a+)f(a+) =0 si T es ccl en a
[w, f1(b) = w(b=)f'(b—) —w'(b—)f(b—) =0 si T es ccl en b.
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En conclusién, f € D(Hy,). O
Para los siguientes resultados compare [3].
Lema 2.2.2. Para z € C\ R se cumplen los siguientes enunciados.
a) G, = G=.
b) G:(p.") € Ry(Hop —2)".

Demostracién.  a) Sean g, y gp funciones que cumplen la definicién 2.2.5. Entonces

1 9a(®) gp(y) si a<wz<y

G.(z,y) = m

9a(y) gp(z) s b>z >y

Veamos que g, y g, cumplen las condiciones de la definicién 2.2.5. Como g, es de
variable real, tenemos que ¢/, = g,’. Por lo tanto,

Tga = _ga +Vga = _g +Vga =Tga = Z0a = % Ga-
Andlogamente para gp. Por lo tanto,
(1 —2)gc=0con c=a,b. (2.4)
Sean v y w las funciones que determinan a Hp . Como son reales, tenemos que
. v(a+) ga(a—i-)) .
v, a) = det = |v, a).
(@) = det (05 28 o g1 o)

Entonces [v,7q] (a) = 0 si 7 esta en ccl en a. Andlogamente, [w,gp] (b) = 0 si 7 esta
en ccl en b. Por lo tanto,

1 9a(x) go(y) st a<w<y

Gz(r,y) = W (. 30)

9a(y) gp(x) si b>z >y

Como W(gp,9a) = W(gs, ga), obtenemos que G.(z,y) = Gz(z,y) para todo z,y €
(a,b).
b) Sea f € D(I/—]’O,p). Entonces f(p) = 0y por la igualdad 2.3 tenemos que

o~ bi o~
(Ga(p. ), (o —2)f)pe = / G-(p 2)(Foy — 7)f(x)da

- /Gp, (Hop — 2)f(2)da
(Ho

» =2 (Hop —2)f(p) =0.
Por lo tanto, G,(p,-) € Rg(f]o,p —2)*.
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En particular, G4;(p,-) € Rg(ﬁom +4)L. La siguiente proposicién nos permitira aplicar
los resultados de la seccién anterior.
Proposicién 2.2.1. a) ¥ & D(Ho,)* con la norma de L?(a,b).
b) El funcional V(Hop+4)~': L?(a,b) — C es acotado.

Demostracion.  a) Sean € > 0 tal que (p —e,p+¢) C (a,b) y F € C§°(—¢,¢) tal que
F(0) =1y F(z) € [0,1] para todo = € (—¢,¢). Escogemos una sucesién (f,)32; con
fn(z) = F(n(xz — p)) para cada n. Observamos que para todo n,

€ €
fnecgo (p_iap_'_*)
n n
Como (p— £,p+ £) C (a,b), podemos suponer que f, se anulaen (a,b)\ (p — £,p+ £).
a,b

Entonces f, € C§° ( ). Por el lema anterior, f, € D(Hp,). Haciendo u = n(z — p)
tenemos que,

|nﬁ;=é@ﬁ<1@a—/ei Mx_lii?FSMuzi[:ﬂwm.

Por lo tanto, limy—eol| fnl[z2 = 0. Si existiera k € R tal que ||¥[|p(g, )+ = k, entonces

1= ‘fn(p)| = |\Iffn| < k”fn||L2

Haciendo n — oo en lo anterior, obtenemos una contradiccién. En conclusiéon, ¥ no
es acotado.

b) Por 2.3, para f € L%(a,b) tenemos que

b
<mm+n*f=/czmwvwmy

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el lema anterior obtenemos que

/bGi(p,y)f(y)dy‘
[t

= (p, )7 >L2‘
HGz‘(J% Mgz £ 22

Como G;(p,-) € La(a,b), ||Gi(p,-)||;2 < oc. Por lo tanto, ¥(Hp, + 1)~ es acotado.
O

(@ (Hop +i) 7 f] = [(Hop + 1) f(p)] =

N
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Por el resultado anterior y las proposiciones 2.1.1 y 2.1.3, concluimos que flo,p es una
restriccién simétrica de Hy j, con indices de deficiencia (1, 1) y tal que D(ﬁ(),p) = Ker V. Por
el corolario 2.1.3, podemos considerar a los operadores Ry con 6 € [0,27) como extensiones
autoadjuntas de I;T(),p. Ademds, por el corolario 2.1.2 PAIOVI, es cerrado, es decir, en el Teorema

de extensiones de von Neumann hacemos ﬁo,p = I;T(),p. Enunciamos el siguiente resultado
([1, Proposition 15.3(ii)]).

Proposicién 2.2.2. Sean c € (a,b) y c1,c2,2z € C. Entonces eziste una tinica solucion f
de (1 —2)h =0 tal que f(c)=c1 y f'(c) = co.

__ Llegamos al siguiente teorema (ver [11, Pég. 75]). Usaremos la notacién 1.6 con A4 =
Hy .

Teorema 2.2.2. Para todo 6 € [0,2m), salvo uno, eziste un unico o € R tal que Ry = Hy p.
Inversamente, para cada o € R existe un unico 6 € [0,2m) tal que se cumple la igualdad.

Demostracion. Sea 6 € [0,2m). Veamos que existe a € R tal que D(Rg) C D(T,,p). Si
f € D(Ry), por 1.11, existen c € C, h € D(ﬁ(),p) y ut+ € Ky tales que f = h+cuy +ceu_.
Por el lema anterior, podemos considerar que uyx = G4;(p, ), pues ITI(),p tiene indices de
deficiencia (1,1). Tenemos que h € D(Tj ). Ademads, segin la definicién 2.2.5 notamos que
uy esta en términos de g, y gp, y u— en términos de g, y gp. Por la definicién 2.2.2, uy y u/,
son absolutamente continuas sobre todo subintervalo cerrado de (a, p)U(p, b), Tu+ € L?(a,b)
y u+ es continuo en p. Como u+ € L?(a,b) y el espacio de funciones absolutamente continuas
sobre un intervalo cerrado es lineal, concluimos que f € L?(a,b), f y f’ son absolutamente
continuas sobre todo subintervalo cerrado de (a,p)U (p,b), 7f € L*(a,b) y f es continua en
P.

Queremos encontrar un « € R tal que

f'iot) = f'p—) = af. (2.5)
Si desarrollamos la expresién y como h/(p+) = h/(p—), tenemos que
(B + cu!, + ceu' Y (p+) — (W + culy, + ce®u' Y (p—) = a(h + cuy + ce®u_)(p)

— | (u} + ePul)(pt) — (W) + €ul)(p—) | = ac(uy + ePu)(p).

Si uy (p) = 0, entonces u_(p) = G_;(p,p) = Gi(p,p) = us(p) = 0. Por lo tanto,
f e D(Hyp) = Rg = Ho,

Por lo que Hp,, es autoadjunto pero es una contradicciéon pues sus indices de deficiencia

son (1,1). Por lo tanto, us(p) # 0. Si ¢ = 0, entonces f'(p+) — f'(p—) = af para todo
u+(p)
u—(p)

que (uy + e u_)(p) = 0. Entonces también obtendriamos que Ig'o,p es autoadjunto. Por lo

a € R. Por lo tanto, consideramos que ¢ # 0. Como tiene médulo 1, existe un ¢’ tal
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tanto este 6’ es el pardmetro de [0, 27) que se excluye por hipétesis.

Tenemos que,

_ (W, + e’ ) (p+) — (W) + eu’ ) (p—)
(s T ) ) '
Como ¢, (p+) = ¢, (p—) por la definicién 2.2.2, ocurre que

uly (p+) —ulp(p—) = Gilp,p+) — Gi(p,p—)
[94(P) g3, (P+) — 96(P) 9o (p—)]
W(gba ga)
_W(gIn ga)
W(gba ga)

Anélogamente, u’ (p+) — u’_(p—) = —1. Por lo tanto,

=—1.

1+ et
a=— —
ut(p) + eui(p)

Entonces se cumple 2.5 y asi, existe & € R tal que D(Ry) C D(T,,p). Por otra parte,
consideramos « € R. Si despejamos en la igualdad anterior tenemos que

0 0 0 0

— 1+aui(p) = —¢” — aeuy(p)
o _ 1 +aui(p)

e 67, = .
1 aus (p)

auy(p) + aeui(p) = —1 - ¢

Procediendo analogamente, tenemos que existe 6 € [0,27) tal que D(Ry) € D(Tq.p).

Sean v y w soluciones reales no triviales de (7 — A\)y = 0, con A € R, las funciones que
determinan a Ho . Para f = h+cuq + ceu_, como h € D(Hyp) y por la definicién 2.2.5,
tenemos que

[v,h] (a) = [v,94] (a) = [v,74] (a) =0 si 7 escclen a

[w, h] (b) = [w, gp] (b) = [w,gp) (b) =0 si 7 es ccl en b.

Sean © y w soluciones reales no triviales de (74, — A\)y = 0 cercanas a los puntos a y b
respectivamente tales que © = v cerca de a y W = w cerca de b. Ademads, todo punto cerca
de a es menor que p y todo punto cerca de b es mayor que p. Por lo tanto:

Si Tq,p es ccl en a, entonces

[0, f1(a) = [v, f1(a) = T[v,h](a)+clv,uy](a) + ce” [v,u_] (a)
= c¢[v,Gilp, )] (a) + ce” [v,G_i(p,")] (a)

cgp(p) v, 6] () ce gy (p)
W(gbaga) ’
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Andlogamente, si 74,4 es ccl en b, entonces

C 06197
7)) = [0 7)) = 22 1] () + 52 g5 (0) =

Veamos que v y w existen. Por la proposicién 2.2.2 existe una tunica solucién v de
(1 = ANy =0 tal que (p) = v(p) y V' (p) = v'(p) + av(p). Definimos la funcién

v(xr) si x<p

o(x) =

v(x) si z>p
Ademss, V'(p+) — ' (p—) = V' (p) —V'(p) = V' (p) + av(p) — v'(p) = av(p). Por lo tanto, ©
cumple la definicién 2.2.2 par

(Ta,p—A)y = 0y © = v cerca de a. Andlogamente, existe una
tnica solucién @ de (7 — \)y = 0 tal que w(p) = w(p) y @'(p) = w'(p) — aw(p) y definimos

o~

w(z) si z<p

w(z)

w(z) si z>p
tal que W' (p+) — @'(p—) = w'(p) — @

w'(p) = aw(p). Entonces w es una solucién de (74, —
Ay =0y w = w cerca de b. Como ¥ y w determinan a H, p, tenemos que f € D(Hg,,)
Por lo tanto, D(Ry) € D(H, p)

Veamos que Ry = 7 en D(Ry). Consideramos a f = h4-cuy +ce?u_ como en lo anterior.
Por 1.8, tenemos que Ryf = Hoph +icuy — ice®®u_. Por la definicién 2.2.5, tenemos que

(T—i)ge=0conc=adb.
Asi,

p<Lar<b= (1 —i)us(z)

_(r—1) 9a(P)g()

W00
0 < <p=s (r—i)uy(e) = (r — i) 22D _,
W(gba ga)
Por lo tanto, Tuy = duy. Por 2.4, analogamente tenemos que Tu— =
Hy ,h = Ho ph = Th. Por lo tanto,

—tu—_. También,
Rof = Th+ cruy + ce®ru_=7f = H,pf.

Por lo tanto, Ry C H,,. Como ambos operadores son autoadjuntos, concluimos que Hy 5, =
Ry.

Si dado a € R existe 0 € [0,27) tal que 9 # 0y Hap = Ry, entonces para uy + eu_ €
D(Rp) = D(R,) existen g € D(.FAIOJ,) y ¢ € C tales que

Uy + eu_ = g+ cuy + ceu_.
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Por ser una suma directa, g =0, c=1y e = i Entonces = 0.
Supongamos que dado 6 € [0,27) existe & € R tal que & # a y Ry = Hgsyp. Entonces para
f € D(Hgp) = D(H,,y) tenemos que

af(p) = f'(p+) — f'(p—) = af(p). (2.6)
Si f(p) =0 para todo f € D(H,,p), entonces
D(Ry) = D(Hap) € D(Hop) = D(Rg) = D(Hy,)

y eso no es posible porque .FAIQp no es autoadjunto. Por lo tanto, existe f € D(Hg,p) tal que
f(p) # 0y de 2.6, tenemos que & = «. En conclusién, se cumple el teorema. O

Finalmente, obtenemos el resultado mas importante de este trabajo.

Corolario 2.2.1. Sea a € R. Entonces es valor propio de H,, para todo o € R 6 a lo mds
para uno.

Demostracion. Queremos probar que si a no es valor propio de H,, para todo a € R,
entonces a es valor propio de H, p a lo més para un o € R.

Supongamos que existen p,7n,x € R tales que a no es valor propio de H, , pero si de H,
y Hyp. Por el teorema anterior, existen «,6,3 € [0,2m) diferentes tales que H,, = R,
H,, = Ry y Hyp = Rg. Como a no es valor propio de R,, se cumple el segundo caso
del teorema 2.1.1. Pero como a es valor propio de Ry y Rg, entonces 6 = 3. Por lo tanto,
H,, = Hy, y por el teorema anterior, n = x. Por lo tanto, a es valor propio de H, 4 a lo
mas para un « € R. De lo contrario, lo es para todo a € R. ]
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